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1. Introduction 

Soit F une extension finie de Q p de corps residuel un corps fini F q a q 
elements, ou F = F q ((T)). Soit L une extension finie de Q p , d'anneau 
des entiers o et de corps residuel k. Notons Galp le groupe de Galois 
absolu de F et M a (G) la categorie abelienne des representations lisses 
de G := GL(2, F) sur des o-modules. 

En utilisant la theorie des (92, -T)-modules, Colmez a defini un fonc- 
teur exact contravariant de la categorie des representations lisses de 
GL(2, Q p ) sur o de longueur finie ayant un caractere central (done ad- 
missibles) dans la categorie -M^(GalQ p ) des representations continues 
de GalQ p dans des o-modules finis, dont il a deduit la correspondance 
de Langlands par deformation pour GalQ p et GL(2, Q p ). 

Une generalisation de ce foncteur a ete donnee lorsque l'on rem- 
place G par un groupe reductif p-adique deploye sur Q p de centre 
connexe dans [4]. 

Ici, nous ne supposons pas Q p = F et nous allons construire un 
foncteur d'une sous-categorie de Ai (G) vers la categorie des (f,r)- 
modules. 

On dit que V G M (G) admet une presentation finie (relative a 
KZ), s'il existe une suite exacte dans la sous-categorie M*^ {G) des 
representations de type fini dans A4 a (G), 



ou Vq C V\kZi Z l e centre de G, K = GL(2,Of) et ind A '^ est le 
foncteur d'induction compacte de KZ a G. Notons M. -tor{G) la 
sous-categorie des representations de A4 (G) sur des o-modules de 
torsion et 



les sous-categories des representations de G admissibles de presentation 
finie, resp. admissible s de longueur finie, dans M. -tor{G). 
Enoncons le theoreme principal. 

Theoreme 1.1) Une representation dans M -tor{G) est admissible 
et de presentation finie, si et seulement si elle est de longueur finie 
et ses sous- quotients irreductibles sont admissibles et de presentation 
finie. 



-» Rv(Yo) -► ind" 



MTJ tor (G) 



resp. M a l tor {G) 
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2) Supposons que F soit une extension finie de Q p . On pent definir 
un foncteur contravariant ( th. El cor. [6]j 

V : MZL(G) - -M^(Gal Qp ) . 

3) Lorsque F = Q p les categories A4^ or (GL(2, Q p )), M a l I tor (GL(2, Q p )) 
soni egales, le foncteur contravariant 

V : X^ or (GL(2,Q p )) -> .^(Gal Qp ) 

esi exact, et coincide sur les representations ayant un caractere cen- 
tral, avec le foncteur de Colmez. 

L'interet de ce resultat depend de l'existence de o-representations 
irreductibles de G admissibles de presentation finie lorsque F^Qp. 
On sait que les representations irreductibles non supersingulieres sont 
admissibles de presentation finie. Malheureusement, on n'a semble-t- 
il, aucun exemple - ou contre-exemple - de cette propriete dans le cas 
supersingulier. 

La demonstration du theoreme principal repose sur un theoreme 
technique dans la categorie A4 a (B) ou B est le sous-groupe triangu- 
laire super ieur de G. 

Pour enoncer le theoreme technique, introduisons des notations 
supplementaires. Notons B = TU la decomposition de Levi usuelle, 
Bq = TqIIq le sous-groupe ouvert compact des points Op-entiers, 

t := ( !M , le monoide 

B + := BoZt 1 ^ = U nS N BoZt n , 

(-B" 1 ") -1 son inverse. On identifie naturellement U(q) := U{Op /ppOp) 
aunsysteme de representants de Uo/tUot . OndiraqueD G M ((B + )~ 1 ) 
est etale si l'application 

d ((W) -1 d) ue{7 (g) : D -> ®u&{q) D 

est bijective. La categorie J\A e ( ^{{B + )~ 1 ) des o-representations lisses 
etales de (B + )~ 1 est abelienne. 

Soit V £ M {B) admettant une presentation finie (relative a 
BqZ). On choisit, comme on le peut, une suite exacte dans A4 l J (B), 

-» Rv(V ) - ind| oZ (y ) - V -> , 
avec Vo C V\b z- Soit 

-»• V' -»• V -»• 
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une suite exacte dans M (B) de representations de presentations 
finies. On choisit, comme on le peut, des Vg, Vq, Vq comme ci-dessus 
dans les restrictions h BqZ de V' , V, V" formant une suite exacte 

- Vtf - V -> V£ - 

dans M l J (BqZ) et induisant des presentations finies de V, V, V" . 

Theoreme 2. Modulo Mp(B Z), 

a) < B + Vo > ne depend pas du choix de Vq, 

b) A V (V ) := < B + V >n<{B- B + )V > = 0, 
c) 

Dv(V ) := < fVo> £ Mf^+yi) f 

d) -> < B+V^ > -» < 5 + T/ > -> < ^ + Vo' > -» rae 
swiie exacte, 

e) si V se prolonge en une representation admissible de G, alors 
< B + V > Uo = 0. 

On a note < B + Vq > et < (B — B + )Vq > les o-modules engendres 
par B+V et < (B - B+)V >. 

Lorsque V se prolonge en une representation admissible de G, 
les proprietes a), . . . , e) sont vraies modulo la categorie A4[ des o- 
modules finis. 



Lorsque V £ Ai ~tor(B), Pimage de Dy{Vo) par la dualite de Pon- 
tryagin M i— ► M* := Hom G (M, L/o) est un module sur la o-algebre 
d'lwasawa A (Uq) de Uq muni d'une action semi-lineaire de Tot N Z. 
La dualite de Pontryagin induit une equivalence entre la categorie 
M*? (A (Uq)) des A (Uo)-modu\es de type fini et la categorie des 
M £ Mo-tor (Uq) tels que M U °' PL=0 est fini (lemme de Nakayama 
topologique). 

La methode pour passer du theoreme technique a la partie 2) du 
theoreme [1] n'est pas nouvelle. Soit Op l'anneau de Fontaine egal a 
la completion p-adique du localise de A (U(Z p )) aux elements non 
divisibles par p. Lorsque F est de caracteristique 0, la trace tr : Of — ► 
Z p permet par produit tensoriel avec Os ®A — de passer des Aq- 
modules aux Of-modules. Le produit tensoriel tue MI(BqZ), aussi 
par le theoreme technique [21 on obtient un foncteur contravariant de 
M tf tor (G) vers la categorie des (<p, r , )-modules etales de type fini 
sur Os. Cette derniere est equivalente a M[(G&\q p ) par Fontaine. 

Nous n'obtenons pas des representations de Galir mais de GalQ p . 
La representation galoisienne obtenue de Galq p devrait etre liee a 
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une representation de Gal_p. peut-etre par une induction tensorielle 
comme le suggere Breuil pQ. 

Les parties a) a d) du theoreme technique, etendant a F des con- 
structions de P. Colmez, datent de 2006 et avaient ete exposees dans 
un cours de M2 de l'universite de Paris 7, et un colloque a Luminy. 
La partie e), liee a un probleme ouvert dans mes travaux avec P. 
Schneider pour des groupes de rang superieur dermis sur Q p , est 
obtenue grace aux travaux et methodes developpees par Y.Hu qui a 
etudie de facon approfondie le cas ou V et Vq sont des representations 
irreductibles de G et de KZ avec un caractere central. 

Je remercie vivement Pierre Colmez, Peter Schneider et Yongquan 
Hu de leurs explications et des discussions que nous avons eues en- 
semble. Je remercie aussi les organisateurs du colloque de Berlin en 
memoire de Martin Grabitz en septembre 2009, de m'avoir permis 
d'y exposer ces resutats. 

2. Representations lisses de presentation finie 

Soit o un anneau commutatif, B un groupe localement profini, Bq 
un sous-groupe ouvert de B. On s'interesse a la categorie M (B) 
des representations lisses du groupe B sur des o-modules. La lissite 
signifie que chaque vecteur est fixe par un sous-groupe ouvert de B. 
On note 

ind| : M o (B ) - M a (B) 

le foncteur adjoint a gauche de la restriction de B a Bq, appele aussi 
l'induction compacte de Bq a B. C'est un foncteur exact. Soit Vo G 
M. {Bq). On note [l,Vb] le sous-espace de ind£ (Vb) forme par les 
fonctions de support Bq et on note [1,vq\ celle de valeur vq G Vq en 
1. Soit V G A4 (B) un quotient de ind^ (Vo). On dit que 

ind| (y )^y 

est une presentation de V. On dit que la presentation est finie si 
Vq G M. (Bq) et le noyau Rv(Vq) G Ai Q (B) de la presentation sont 
des representations de type fini. 

Lemme 1. Une representation V G A4 (B) est de type fini si et 
seulement s'il existe Vq G M. q (Bq) de type fini avec Vq C V\b en- 
gendrant V . 

Preuve. Si V est de type fini, engendre par une partie finie X C V, 
alors la sous-representation Vq de V\b engendree par X engendre 
V, et l'application naturelle 5-equivariante ind^ (Vb) — > V est une 
presentation de V. L'inverse est clair. 
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Un morphisme de presentations d'une presentation ind B (Vo) — * 

V vers une presentation ind B (Vg') — > V, est une application B- 
equivariante 

/:ind| o (Vb)^md| o (F o 
tel que le triangle forme avec V soit commutatif. On note que 

f(Rv(V )) C R V %) 
avec egalite si / est surjective. 

Lemme 2. Soit f : indjj (Vb) — > md B (Vq) un morphisme surjectif 
entre deux presentations de V. Si le noyau Ry(Vo) € M. (B) de la 
presentation ind|j (Vo) — > V est de type fini, il en est de meme du 
noyau Rv(Vq) € Ai (B) de la seconde. La reciproque est vraie si le 
noyau de f est de type fini. 

Preuve. Evident. 

Une partie X de V est appelee generatrice si elle engendre le 
o[B]-module V. Pour W une partie de V et X une partie de B, on 
note < XW > le sous-espace de V engendre par les xw pour tout 
x € X, w £ W. Toute partie generatrice X deV definit naturellement 
une presentation 

ind| (< B X>)^V 

de V. 

Proposition 1. Si la presentation ind^ (Vo) — > V de V est finie, 
si Wq est un o[Bq\- sous-module de type fini de ind^ (Vo) contenant 
[l,V"o], et si Wq est I 'image de Wo dans V, alors la presentation 
ind^ (Wq) — ► V est aussi finie. 

Preuve. a) Le cas Wo = [1, Vo]. 

Soit fo la restriction a [l,Vb] de la presentation ind^ (V"o) — > V. 
II est clair que V ' = /o(Vb) G A4 (Bo) est de type fini et generatrice 
de V, et que 

indl (/o):mdI (Vo)^indl Q (VoO 

est un morphisme surjectif de presentations de V. Par le lemme [2j le 
noyau de la seconde presentation est de type fini. 
b) Le cas general. 

Soit fo la restriction a Wo de la presentation ind^ (Vo) — > V, et 

md^(W )^V 

la presentation de V de restriction fo a [1, Wo] c± Wo- L'application 
i?-equivariante 

0:indf o (W o )^indf o (Vo) 
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definie par 0([1, ioq]) = wo pour tout wo G Wo est un morphisme 
surjectif deploye de presentations de V, car l'inclusion jo : [1, Vb] C 
Wo induit un morphisme 

md| (io):ind| (Vb)^md| (Wo) 
de presentations de V verifiant 

0oind| o (io) = id • 

(c'est evident car il suffit de le verifier sur [1, Vo\). Done le noyau de 
4> est isomorphe au o[i?]-module de type fini ind;§ (Wq/[1, Vb]). On 
deduit du lemme[2]que la presentation ind§ (Wo) — > V est finie. Par 
le cas a), la presentation ind^ (Wq) — > V est aussi finie. 

Corollaire 1. Soit V E A4 (B) de presentation finie et soit X une 
partie finie de V . Alors il existe une presentation finie ind^ (Vo) — > 
V avec Vo C V\b contenant X. 

Preuve. On choisit une presentation finie ind^ (Vo) — > V de V puis 
un o[-E>o]-sous-module de type fini de indf (Vo) contenant [1, Vo], 
tel que l'image Wq de Wo dans V contienne X. La presentation 
indf (Wo) — > V convient. 

Corollaire 2. Soit V € M Q {B) admettant deux presentations finies 

mdJ} (Vo') — > V et ind^ (Vq") — > V. Alors il existe une presentation 

finie ind|j (Vo) V de V avec Vo C V\b q , et des morphismes de 
presentation 

ind| (V ')^ind| (Vo) , indl^Vo'O^indl^Vo) 

de V. 

Preuve. Par le corollaireHJ il existe un o[i?o]-sous-module Vo generateur 
de V contenant les images de V ' et de Vq dans V, tel que la presentation 
ind^ (Vo) — > V de V soit finie. Les applications f Q : Vq — > Vq et 
fo ■ ^o" — * induisent des morphismes de presentations 

ind| o (V o 0^ind| o (V- o ) , ind| (V ")^md| (Vo) 

de V. 

Proposition 2. On suppose que la categorie M (Bq) est noetheri- 
enne. Soit 

-» V' -> V -> V" -> 
une smie exacte dans M. (B). 
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a) Si V',V" sont de presentation finie, alors il existe des o[Bq]- 
sous-modules Vq,Vq,Vq" generateurs de V',V,V", formant une suite 
exacte 

o^v'^Vo^ v " -> o , 

tels que les presentations associees de V, V, V" soient finies. 

b) SiV est de type fini et si V est de presentation finie, alors V" 
est de presentation finie. 

Preuve. Preliminaries. On identifie V a une sous-representation de 
V. Soit Wq une sous-representation de V\b d'image V " dans V"\b 
generatrice de V" , et soit Vq G A4 (Bq) contenue dans V'\b generatrice 
de V et contenant Wq D V. Alors la sous-representation Vq := 
Vq + Wq de V\b q engendre V, et Ton a la suite exacte dans A4 (Bq), 

O^Vq'^Vq^ Vq" . 

Son image par indf est la suite exacte dans A4 (B), 

-» ind| (K) - ind| (F ) - md| (y ") -» 

d'image par les morphismes de presentation correspondants, la suite 
exacte 

-» -> V -> -> . 
Les noyaux des morphismes de presentation forment une suite exacte 
dans M (B), 

-> RwWo) -> i2v(V&) -> i?y»(^o") -» . 

Montrons la propriete a). Si V',V" G sont de type fini, 

on peut choisir Vq',Wq € A4 (Bq) de type fini; comme la categorie 
A4 (Bq) est noetherienne, Wq PI V est de type fini. On peut choisir 
Vq' G ^0(^0) de type fini, done Vq G M o (B ) de type fini. Si V, V" G 
A / [ (-B) sont de presentation finie, on peut de plus choisir Vq, V q " tels 
que Ry' (Vq) , Ry" (Vq') G M (B) sont de type fini par le corollaire [U 
il en est de meme de Rv(Vq). 

Montrons la propriete b). On choisit par la proposition Q] une 
presentation finie ind|L(Vb) — > V de V telle que Vq C V\b con- 
tient l'image d'un systeme fini de generateurs de V . On definit Vq 
comme l'image de Vq dans V" . Le noyau Vq G M. (Bq) de la surjec- 
tion Vq — > Fq" est contenu dans V'\b et engendre V. On est dans la 
situation des preliminaires. Comme Ry(Vo) est de type fini, il en est 
de meme de Rv"(Vq'). 

La categorie M (Bq) est noetherienne si et seulement si la categorie 
M l J (Bq) des representations de type fini dans M. (Bq) est une sous- 
categorie de Serre : fermee par sous-objets, quotients et extensions, 
i.e. pour toute suite exacte dans M. (Bq), 

O^Vq^Vq^ Vq" -» 

Vq et Vq" sont de type fini si et seulement si Vq est de type fini. 
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Definition 1. Lorsque la categoric A4 (Bq) est noetherienne, deux 
representations de M. (Bq) isomorphes dans la categorie quotient 

M o (B )/M t o f (B ) . 

seront dites isomorphes modulo JV^J^Bq). Un suite V\ — > V2 — > V3 
dans M (Bq) telle que I'image du premier morphisme est isomorphe 
au noyau du second morphisme modulo M 1 J{Bq), sera dite exacte 
modulo M l J (-B ). 

Definition 2. On dit que V G M (B) est admissible si V H est un 
o-module de type fini pour tout sous-groupe ouvert compact H de B. 

Lemme 3. Soit d un anneau commutatif contenant o et libre comme 
o-module, et soient V G M {B) et V > := d ® V G M '{B). Alors 
V est admissible (resp. de presentation finie), si et seulement si V i 
est admissible (resp. de presentation finie). 

Preuve. Soit (ej)j e / une base de o'/o. On a 

V,/ = © ie j (e; ® V) . 

Pour un sous-groupe ouvert H de B on a V*? = ©j 6 / (ej V H ). 
Done, V' admissible est equivalent a V admissible. 

Soit Vq G M (Bq) contenu dans V\b generatrice de V, et i?y(Vo) 
le noyau de la presentation associee ind^ Vq — > V. 

Alors Vq := o'<8) Vo est une sous-representation de V'|b generatrice 
de V. Soit i?y/(Vo') le noyau de la presentation associee de V . On a 

Done la presentation de V associee a V ' est finie, si et seulement si 
la presentation de V associee a Vq est finie. 

Definition 3. Soit Z un sous-groupe ferme du centre de B. On dit 
que V G M (B) est Z -localement finie si la sous-representation de Z 
engendree par v dans V\z est de type fini pour tout element v G V. 

C'est une propriete un peu plus generale que d'avoir un caractere 
central. Une representation admissible V G Ai (B) est Z-localement 
finie. Lorsque Bq est un sous-groupe ouvert compact de B, une representation 
Z- localement finie Vq G M l J (BqZ) est un o-module de type fini. 

On note M -tor la categorie des o-modules de torsion. 

Lemme 4. On suppose que o est un anneau de valuation discrete, 
d'uniformisante p Q . 

1) Soit V G A4 (B) tel que p™V = pour n G N (en particulier 

une representation V G A'f*_ tor (.B) ) . Alors, V Po=0 est admissible si 
et seulement si V est admissible. 
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2) SoitVo G A4j_ tor (BoZ) representation Z -localement finie. Lorsque 
Bq est un sous-groupe ouvert compact de B, alors Vq est fini et il ex- 
iste un anneau de valuation discrete d , libre de rang fini suro, tel que 
les sous-quotients irreductibles de Vo )0 ' sont absolument irreductibles 
(en particulier Z agit par un caractere). 

Preuve. 1) Si V est admissible, alors V Po=0 est admissible car l'anneau 
o est noetherien. 

Si V Po=0 est admissible, alors la sous-representation V' := V Po=0 
est admissible car p V contenue dans V Po=0 est admissible, la mul- 
tiplication par p induit une suite exacte 

_» V Po=0 -► V' -» p V -> , 

et l'admissibilite est stable par extensions. En continuant cet argu- 
ment on montre que V p ° =0 est admissible pour tout entier i > 1, 
done V est admissible si p™V = 0. 

2) Evident. Un quotient fini de Bq agit sur Vq. 

Remarque 1. Soit V G 7W*^ tor (-B) une representation Z-localement 
finie. La partie 2) du lemme H] permet souvent de ramener une ques- 
tion sur V, insensible aux extensions et a l'extension des scalaires, 
au cas oil V est un quotient de indj ^(Vq) avec Vq G M^J^^BqZ) 
absolument irreductible ou Z agit par un caractere. 

En effet, on choisit Vq G J^i t J_ tor {BQZ) contenue dans V\b z et 
generatrice. Puis d libre de rang fini sur o tel que Vo )0 ' admette 

(i) 

une suite de Jordan-Holder de quotients abolument irreductibles Wo 
pour 1 < i < n. Prenons l'image d'une telle suite par ind^ z °i m 
est un foncteur exact, puis prenons l'image dans V Q i de la filtration 
obtenue de inds z(Vb,o') P ar l'application surjective canonique. On 
obtient ainsi une nitration finie de V i dont les quotients sont des 

quotients de indJ^^Wo ) pour 1 < i < n. 

3. Representations des monoides B + et (B + )~ 1 

3.1. Les definitions 

Soit G := GL(2,F) ou F est un corps local non archimedien de 
caracteristique residuelle p. L'anneau des entiers Of de F est local, 
d'ideal maximal engendre par pp, et de corps residuel F q fini de 
cardinal q. 

On considere les sous-groupes fermes suivants de G : le centre Z 
forme par les matrices x id2 pour x G F* , le sous-groupe triangulaire 
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superieur B = B(F), le sous-groupe diagonal T = T(F), le radical 
unipotent U = U(F) de B, les groupes compacts Uq := U(Of) , To := 
T(0 F ) et B := U T = B(O f ). On pose 



t 



PF 

1 



On considere le monoide T + := ToZt N , le monoide B + := UqT + = 
B Zt N = B Zt™B , et le monoide inverse de B + forme des 

pour b G B + . 

Lemme 5. Si b' 1 G B + alors b(B - B+) C (B - B+). 
Preuve. Evident. 

Soit V G M. (B) et Vo G A4 {BqZ) contenu dans V\b z et generateur 
de V. On note RyiVo) le noyau de la presentation md BoZ (Vo) — ► V. 

Definition 4. On note 

A V {V ) :=< B + V >D<(B- B + )V > . 

Le premier terme du membre de droite est stable par B + et le 
second terme est stable par (B + )~ 1 par le lemme [TT1 Leur intersection 
A V (V ) est stable par B Z = B + n (-B + )~ X . Elle est nulle si V = 
md Bo z(Vo) (on identifie Vq et [1, Vo]). On a 

V =< B + V > + <(B- B + )V > . 
Definition 5. On note 

n (v \ < B+v o> 

Dv{Vo) - "W 

muni de son action de (_B + ) _1 provenant des isomorphismes. 

V md| oZ (Vb) 



Dv(V ) 



<(B-B+)V > R V (V ) + (B - B+)[1,V ) 



Le caractere de Teichmiiller permet d'identifier U(q) := £^(F q ) a 
un systeme de representants dans Uq de Uo/tUot" 1 = Uq/U(pfOf)- 

Definition 6. On dit qu'une representation D G Ai ((B + )^ 1 ) est 
etale si V application 

d ^ ({ut)~ l d) ueU{q) : D -» ® ueU{g) D (1) 



est bijective. 
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Cette definition est duale de la definition usuelle d'une representation 
etale D E A4 (B + ) : l'application 

{du)udU(q) ^ J2 Utdu '■ ®u€U(q) D ~> D 
u 

est bijective. 

Lemme 6. La categorie Ai^'((B + )~ 1 ) des representations etales D E 
J\A ((B + )~ l ) est abelienne. 

Preuve. Soit / : D\ — > D2 un morphisme dans A4^ t ((B + )~ 1 ) des 
representations etales. II est clair que le noyau et l'image de / sont 
etales. 

Lemme 7. Lorsque I'anneau commutatifo est noetherien, la categorie 
M (BqZ) est noetherienne. 

Preuve. On a BqZ = £> (p,f id2) Z et la compacite de B implique 
qu'une representation V E M. q (BqZ) est de type fini si et seulement 
si sa restriction au sous-groupe (pp id2) z est de type fini. La categorie 
■M. ((pf icb) 2 ) s'identifie a la categorie des modules de I'anneau de 
polynomes o[Z] qui est noetherien car o est noetherien. Done la 

categorie M^ BqZ) est noetherienne. 

3.2. Les proprietes de Dv(Vq) modulo un o[BoZ]-module de type fini 

Dorenavant, o est un anneau noetherien. Soit M. l J (BqZ) la sous- 
categorie de Serre des representations de type fini dans M. q (BqZ). 
Nous allons montrer l'existence, a une "petite erreur" pres, i.e. mod- 
ulo Ai f J (BqZ), d'un foncteur exact contravariant 

V 1 * D V (V ) =< B + V > 

des representations V E M. Q (B) de presentation finie vers AA e ( ^((B + )^ 1 ). 

Theoreme 3. On suppose o noetherien. SoitV E A4 a (B) de presentation 
finie ind^ ^(Vo) — * V avec Vq C V\b z- Alors modulo M. f J (BqZ) , 

a) A v (Vq) = , 

b) La representation DyiVo) E Ai Q ((B + ) 1 ) est etale et ne depend 
pas du choix de Vq. 

c) Une suite exacte de representations de presentation finie dans 
Mo(B), 

y> v -► V" -> 

et (Vq,Vo,Vq') comme dans la proposition^ induisent une suite ex- 
acte dans A4 Q ((B + y 1 ) modulo M l J (BqZ), 

By, (Vq) -» D v (Vq) D v „(Vq") . 
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Le reste de ce chapitre est consacre a la demonstration. 

Nous decrivons la representation Ay(Vo) de BqZ, comme un quo- 
tient de sous-espaces de indjf z (Vb). Pour cela, on considere la pro- 
jection Sy(V ) de R V (V ) dans < (B - B + )[l, V ] > 

Rv(V )+ < B + [l,V ] >= Sy(V )® < B+[1,V ] > , (2) 

l'intersection R v (Vq) := Ry(Vo) n < B + [l,Vb] >, ainsi que la 
projection Sy(Vo) de Ry(Vo) dans < 5 + [l,Vb] > et l'intersection 
R V (V ):= R v (V )n < (B - B+)[1,V ] > . 

Lemme 8. On a les suites exactes naturelles 

o -> Ry(v ) Sy{v ) -> A/(y ) -► 

auec e = + ou e = — . 

Preuve. II est clair que l'image de S v (Vq) par l'application canonique 
est contenue dans Ay(Vo). Inversement, soit x G Ay(Vo). On choisit 
y G B + [1,V ] et z G (B - B+)[l, V ] d'image z. On a y-z G i?y(F ). 
On en deduit que y G Sy(Vo) et z G S'y(Vb). 

Proposition 3. Soient V G -M G (-B) e£ Vo,Vq G M o (B Z) contenues 
dans V\b z et generatrices de V. 

a) Si Vq et V ' sont de type fini, alors < B + Vq > et < B + V ' > 
sont isomorphes modulo M l J (BqZ) . 

b) Si R v (Vq) est de type fini, alors A V (V ) G M 1 J(BqZ). 

Preuve. a) Nous allons montrer qu'il existe M G M. f J (BqZ) contenu 
dans V\b z tel que 

< B+Vq > +M = < B + V ' > +M . 

al) Comme Vq G M 1 / (BqZ), il existe une partie finie (Y,X' ) de 
(B, Vq) telle que < YX > contienne une partie generatrice finie Xq 
de Vq. II existe n G N tel que t n Y C B + . On a done 

< B + t n V > = < B + t n B ZXo > = < B + t n X Q > C < B + V ' > . 

L'ensemble B + — B + t n est l'union finie disjointe des ensembles BqZ^ 
pour < i < n — 1. On a 

71-1 

< £+y > = < B + t n V > + Mi , Mi := ^ < B ZtV > . 

i=0 

Clairement Mi G JV^J (BqZ) est contenu dans V\b z et 
< B + Vq > C < B + Vq' > + Mi . 
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a2) Comme V ' £ M*J \BqZ), par symetrie en Vq, Vq, on a aussi 

< B + V ' > c < s + Vb > +M 2 

ou M2 € My {BqZ) est contenu dans V\b z- 
On prend M := M x + M 2 . 

b) On choisit une partie finie (Y, Xo) de (-B, Vo) telle que < Y[l, Xo] > 
contienne une partie generatrice finie X de Ry(Vo). 

Soit Si P ensemble des b £ B tels que bY C Pour tout b £ B\ 
nous avons 6X C R + (Vq). 

Soit 1' ensemble des b £ B tels que 6Y C (B - B + ). Pour tout 
b £ B2 la projection de bX dans -B + [l, Vo] est nulle. 

Pour tout y, z £ Y soit B y>z l'ensemble des b £ B tels que 

byCB + , bzC(B- B + ) . 

Le complementaire -B3 de B\ U B2 dans B est l'union finie des B yz 
pour tout 

Pour b £ B, notons u b £ U et £5 les composantes de b dans la 
decomposition B = UT. Soit b £ B appartenant a B y>z , i.e. 
satisfont les 3 conditions: 

1) t b ty £ T + , 

2) u b t b u y t^ 1 £ U , 

3) t b t z £ T + implique UbtbUzt^ 1 ^ Uq ■ 

Pour y £ Y notons n y £ Z l'entier tel que T + t y 1 = T + t Uy . Choisis- 
sons un entier ny € Z tel que 

a) t" y ^ G T+ pour tout y £ Y, 

b) t nY u y t~ nY £ U pour tout y £ Y. 

On ne peut pas avoir t b £ T + t nY , car pour t b £ T + t nY les condi- 
tions 2) et 3) sont 

u b £U , t b t z £T + , 
ce qui est incompatible. Par la condition 1), on a 

t b £ T + t n y - T + t nY = U^Z'J-ToZf . 

Done 

A y := {t b u y t^ 1 I t £ T + t n 'y - T + t nY } 
est compact, et 

By := {u b £ U I u b A y C Uo} 

est compact et contient Uq. Comme U est ouvert dans U, il existe un 
ensemble fini V dans U tel que 

By,, C U^BoV-Zf CB ZC, 
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ou n' Y = infygy n' y et C est fini. Comme Taction est lisse, X' := 
C[l, .Xo] est fini. On en deduit que 

S+(V ) C R+(V ) + < B ZX' > . (3) 

Par le lemme El on deduit Av(Vq) C < BqZX' > est de type fini 
dans M (BqZ). 

Proposition 4. Soit f : V — > V un morphisme dans A4 (B), soit 
Vq S M. {BqZ) contenue dans V'\b z de type fini et generatrice de 
V , et soit indfj oZ (Vo) — > V une presentation finie de V avec Vq C 
F|b z- Alors 

/(< s + y ' >) , (f(V) n < B+Vfc >) 
sont isomorphes modulo M. l J (BqZ). 

Preuve. a) II existe Vo comme dans lenonce contentant /(Vq) par le 
corollaire ??. Par la proposition [3] a), on peut se ramener a ce cas. 
Supposons done /(Vq) C Vo- Alors 

/(< B+v ' >) c (f(V) n < s+Vb >) . 

Le terme de droite est egal a 

< B+f%) > + (< (B - B + )f(Vj) > n < B+V >) . 
II est contenu dans < B + /(Vq) > + Av(Vq). On a done 

/(< B+V ' >) + ZVy(Fo) = (f(V')n < B+V >) + A V (V ) . 

Par la proposition gj b) , ^v(Vb) G M^(BqZ). 

Corollaire 3. Soient — > V — > V — > V" — * une suite exacte 
dans Ad (B) telle V soit de type fini et V de presentation finie. Soit 
ind|j oZ (Vo) — » V tme presentation finie de V avec Vq C V\b z telle 
que dans la suite exacte induite dans M (B$Z) 

- T# Vfi V " -» 
Vq' engendre V' . Alors la suite 

o -> < s+y ' > -» < £ + vb > -> < £ + v " > o 

est exacte, modulo JvftJ (BqZ). 

Preuve. Par la preuve de la proposition [21 Vq existe bien. Notons / 
l'application de V dans V. On voit facilement que la derniere suite 
est exacte si et seulement si 

(<B+V > nf(V')) C f(<B+V£>). 

On applique la proposition [H 
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Lemme 9. Soit V G M (B) de presentation finie ind# ^(Vb) — > V 
avec Vo C V\b z- Alors V application: 

d i-» ({ut)~ l d) u&U ( q) : D v (Vo) -> ©uet^^VOo) 

esi surjective, et son noyau appartient a Mq(BqZ). 

Preuve. Posons C := Ry(Vo) + (B — B + )[1,Vq] pour simplifier la 
notation. Alors Dy(Vb) est le quotient de ind.e .z(Vo) par C et le 
noyau de l'application du lemme est 

n ^gj7(g) u tC 

c ' 

Calculons utC. Par @ 

utC = J R y (Vb) + ( J B-^ J B+)[l,y ] = ^S£(Vb)©(B-utB + )[l,Vb] ■ 
En developpant le membre de droite en utilisant l'union disjointe 

B + t = U u£U(q) utB + , 

on obtient 

utc = (B-B + t)[i,v ]®uts+(v )® u ^ UiU , mq) u'tB + [i,Vo] , (4) 
rw (ff) «<C = (5 - B+t)[l, Vb] © uec/(g) uts+(Vb) • 

Comme itV(Vb) G -M (-B) est de type fini, on la relation fl3J). II existe 
une partie finie X' de B[l, Vb] telle que ittSy (Vo) est contenu dans 

R^{V )+ < B ZtX' > . 

Ceci ne depend pas du choix de u G U (q) et 

rW (g) utC C (B — B+t)[l, V ] + R+(V ) + < B ZtX' > . 

Comme B + - B + t = B Z, 

n u eU( q )UtC C C +[1,V ]+ < B ZtX' > = C 

modulo M 1 J{BqZ). Done le noyau de l'application du lemme appar- 
tient a M^{B Q Z). 

Montrons maintenant que l'application est surjective. Soit (fu)ueU(q) 
des elements de ind_B .z(Vb). On cherche un element / G inde z(Vo) 
tel que {ut)~ l f + C = f u + C pour tout u G U(q). 

Soit (j) u G utB + [l, Vo] la composante de utf u , telle que 

utf u + (B - utB+)[l,V ] = 4> u ® (B - utB+)[l,V ] . 
Par on a 

utf u + utC = (<j) u + utS + (V Q )) © (B - utB + )[l,V ] , 
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n„ 6 £/(g) (Utfu + UtC) = (B - B+t)[l, Vo] ® U £U(q) {<Pu + utS + (V )) . 

L 'intersection n'est pas vide. Soit / dans l'intersection, par exemple 
/ = J2 U £U(q) Pour tout u £ U(q), on a / + utC = utf u + utC, 
done (ut)^ 1 f + C = f u + C . Done l'application est surjective. 

4. (ip, i _ ')-modules 

Notations comme dans le chapitre precedent. On suppose de plus que 
o est l'anneau des entiers d'une extension finie L de Q p d'uniformisante 
PL et de corps residuel k. On note 

A (Uo) := o[[Uo}} , 

la o-algebre de groupe completee de Uq ~ Of, et Ms(A (Uo)) la 
categorie des yl ([/o)-modules topologiques profinis. La dualite de 
Pontryagin 

M i-> M* := Rom c ont (M,L/o) 

est une equivalence de categories entre M -tor(Uo) et M.{A {Uq)) 
telle que M** = M. La dualite de Pontryagin est un outil extremement 
utile. Nous en voyons tout de suite des exemples. 

Proposition 5. La categorie hA 1 ^ (A (Uq)) des A (Uq) -modules topologiques 
de type fini est equivalente par la dualite de Pontryagin a la sous- 
categorie des M £ M. -tor{Uo) ids que 

M Uo, PL =o est fini _ 

Preuve. Par le lemme de Nakayama topologique, M* est un A (Uq)- 
module de type fini si et seulement sa reduction modulo l'ideal max- 
imal de A (Uq) est finie si et seulement si M 0,Pl=0 est fini. 

Proposition 6. SoitV € A4 -t or (B) une representation Z -localement 
finie et de presentation indg oZ (Vo) — ► V finie avec Vq C V\b z- Si V 
est engendre par un sous-module B + -stable M tel que est 
fini, alors Dy(Vo)* est un A(Uq) -module de type fini. 

Preuve. II existe n £ N tel que t n Vo C M. La representation Vq G 
■M. -tor(BoZ) engendree par t n Vo dans V\b z est finie, contenue dans 
M, et engendre V. L'espace < B + Vq > u o>pl=o es t £ n j car contenu 
dans M Uo 'P L=0 qui est fini par hypothese. Par la proposition O les 
espaces < B + Vq > 1/ o,pl=o e ^ r) v (y Q ^Uo,PL=o son ^ s i mu ltanement finis 

ou infinis. Par la proposition [5J Dy (Vo) Uo,PL=0 est fini si et seulement 
si DyiVo)* est un yl([/o)-module de type fini. 
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L'anneau de Fontaine Os est la completion p-adique du localise 

de 

A := A Q (U(Z P )) . 

par rapport au complementaire de plA , et A Q se plonge naturelle- 
ment dans Os- 

Supposons que F est une extension finie de Q p . Alors la trace de 
Op a Z p induit un morphisme de o-algebres locales 

A o (U ) -> A - Os . 
Le produit tensoriel Os ®a o (u ) ~ va tuer le dual de Pontryagin d'une 
representation Z-localement finie dans M t JL tor (BoZ), car: 

Lemme 10. Si M est un A {Uq) -module fini, alors Os ®a (Uo) M est 
nul. 

Preuve. Le o[[f7(Z p )]]-module N := o[[U(Z p )\] ® Ao ( Uo ) M est fini et 
Oe ® M u ) M = O s ® o[[Zp]] N = 0. 

L'action de T + (Q P ) sur U(Z P ) induit une action de T + (Q p ) sur A 
et sur Os- On note T* le sous-monoide de T + forme par les elements 
de coefficient 1 en bas a droite. 

Definition 7. Un (ip, T) -module sur Os est un Os-module V muni 
d'une action semi-lineaire de T*(Q P ). Les actions de 

p o\ /Z p * 
1J ' V 1 

qui engendrent le monoide T*(Q p ), sont notees tp et r. Un (ip,r)- 
module est dit etale si ip est etale. 

Soit V G Mo-tor(G) de presentation indf oZ (Vb) — > V avec Vq C 
V\b z- Le dual de Pontryagin D V (V )* de D V (V ) est un A(U )- 
module muni d'une action semi-lineaire continue de T + = T + (F). 
Par restriction a T*(Q P ), les modules 

A® A{Uo) D v (V )* , Os ® A (u ) D V (V )* 

sont des (ip, F)-modules sur A, Os- 

Nous avons demontre le theoreme suivant: 

Theoreme 4. On suppose que F est une extension finie de Q p . Soit 
V G M o~tor(B) une representation Z -localement finie et de presentation 
finie md^ oZ (Vo) — > V avec Vq C V\b z- Alors, le (ip, T)-module sur 
Os 

V(V) := Os ®a(u ) D v (VoT 
est etale et ne depend pas du choix de la presentation finie. C'est un 
Os-module de type fini si V est engendre par un sous-module B + - 
stable M tel que M U °' PL=0 est fini. 
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5. Representations de G := GL(2,F) 

Nous nous restreignons maintenant aux representations lisses de B 
qui se prolongent a G. C'est une information profonde qui permet 
d'aller plus loin. Nous allons generaliser les resultats obtenus par 
Hu [3] pour des representations irreductibles lisses de G sur k a des 
representations lisses de torsion de G sur o. II n'y a pas d'hypothese 
sur la caracteristique de F, mais lorsque F est de caracteristique 
nous en deduirons des representations satisfaisant la condition du 
theoreme HI Les techniques developpees pour les representations de 
B dans les chapitres precedents joints a celles de Hu permettent 
d'obtenir des resultats nouveaux sur les representations lisses de G 
sur o (non necessairement de torsion). 
On note K := GL(2,0 F ). 

Soit V £ M (G) et soit Vq £ M a (KZ). Si V est un quotient de 
ind^-^(Vo), on dit que 

ind| z (y ) - v 

est une presentation de V. On dit que la presentation est finie si Vq 
est de type fini et si le noyau Ry(Vo) £ M {G) de la presentation est 
de type fini. 

Proposition 7. Soit V £ M (G). Alors V est de presentation finie 
si et settlement si V\b est de presentation finie. 

Preuve. a) Preliminaires. La decomposition de Bruhat G = BK, Bf] 
KZ = BqZ, montre que la restriction a B d'une representation in- 
duite compacte ind^^(Vb) est egale a ind^ oZ (Vo). Comme les representations 
sont lisses, une representation V £ M. (G) est de type fini si et seule- 
ment si sa restriction a B est de type fini, et une representation 
Vq £ M. (KZ) ou Vq £ M. (BqZ) est de type fini si et seulement si 
sa restriction a Z est de type fini. 

b) Soit ind^-^(Vo) — » V une presentation finie de V de noyau 
Ry (Vq). Alors sa restriction a B est une presentation finie ind^^Vo) — > 
V de V\b, par les preliminaires. 

c) Supposons que V\b soit de presentation finie. On choisit une 
presentation finie indjf ^(Vo) — > V de V\b avec Vq C V\b z- La sous- 
representation 

V ' :=< KVq > £ Mo(KZ) 
de V\kz est de type fini et la presentation naturelle 

indl oZ (F o - V 

de V\b est finie par la proposition CD Cette presentation finie de V\b 
est la restriction a B de la presentation naturelle 



md% z (V{) - V 
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de V. Cette presentation est finie par les preliminaries. 

Rappelons les resultats de Hu [3]. 

Theoreme 5. Lorsque V G M. a {G) et Vq G M. {KZ) sont irreductibles 
avec un caractere central et Vq C V\kz, on a les proprieties suivantes: 

a) L'espace vectoriel < B + Vq > ne depend pas du choix de Vq. 

b) A v (Vq) contientV 11 , avec egalite si V n'est pas super singuliere. 

c) Ay(Vo) est finie si et seulement si Ry(Vo) est finie, et dans ce 
cas V est admissible. 

d) Un quotient admissible V de ind^(Vo) tel Q u e Ay/(Vo) est 
fini, est de longueur finie. Deplus, < B + Vq > Uo C Av(Vq), etNyi{Vo) G 
A4 (G) est de type fini. 

e) L 'inclusion Ay C < KAy > est le "diagramme canonique" 
de V , et deux representations irreductibles A4 Q (G) avec un caractere 
central sont isomorphes si et seulement leurs diagrammes canoniques 
sont isomorphes. 

Preuve. a) ([3] Cor. 3.15) . 

b) Q3J Th. 1.2) . 

c) ([3] Th. 1.3, Th. 4.3) . De plus, Ay(Vo) est finie si et seulement 
si Ry(Vo) est finie, pour tout quotient non trivial V de ind^(Vb). 

d) ([3J Cor. 3.24, Prop. 4.5) . 

e) (P] Th. 3.17) . 

Nous allons etendre ces resultats au cas oil V G Ai -tor(G) et 
Vo E M. ^tor-{K Z) ne sont pas irreductibles. Notons 

la sous-categorie de M. -tor{G) des representations admissibles et de 

presentation finie. Nous allons voir que M.^J tOT {G) est une categorie 
abelienne, et une sous-categorie de Serre de Ai -tor(G) contenue dans 
la categorie A^*^ tor (G) des representations de type fini. 

Theoreme 6. Soit V G A4 -t r(G) une representation admissible de 
presentation finie. Alors V est de longueur finie et tous les sous- 
quotients de V sont admissibles, de presentation finie. 

Preuve. Notons qaeV est annule par une puissance de pl- Par un 
theoreme general, [5] th. 2, tout sous-quotient d'une representation 
admissible V G A4 -t or (G) annule par une puissance de pl est ad- 
missible. 

Soit Vo G Ai -tor (KZ) contenue dans V\kz telle que le mor- 
phisme naturel / : ind% z Vo — > V soit une presentation finie de V. 
Alors A V (V ) est fini (Prop. EJ). 
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Montrons que V est de longueur finie. 

a) Si Vq est irreductible avec un caractere central, un quotient 
admissible de ind^ z (Vo) est de longueur finie par Hu (Th. [5]d)). 

b) Si tous les sous-quotients irreductibles de Vo ont un caractere 
central, on montre par induction sur la longueur de V que V est de 
longueur finie. Pour une sous-representation irreductible Vq de Vq de 
quotient Vq = Vq/Vq. l'image de la suite exact 

- md£ z (V ') -> indg z (F ) - md£ z (F Q ") - 

par la presentation finie / : ind^ z (Vo) — * V es * une suite exacte 

-> -> F -» K" -» . 

Les noyaux forment une suite exacte 

0^ itV(^d) ~+ Rv(V ) -» iV'M ^0 . 

Comme i?y(Vo) G A4 -tor(G ! ) est de type fini, le quotient Rv"(Vq) 
est de type fini. Par la proposition [3] , Av(Vo) est fini, done Av'{Vq) 
etant contenu dans Z\y(Vo) est fini. Par le theoreme [5] c) , Ry'(Vq) 
est de type fini. Les representations V, V" sont done de presentation 
finies. Elles sont aussi admissibles. Par a), V est de longueur finie. 
Par induction sur la longueur de Vo, V" est de longueur finie. Done 
V est de longueur finie. 

c) II existe une extension finie o'/o telle que tous les sous-quotients 
irreductibles de Vq i := o'® Vq ont un caractere central. Par le lemme 

El V i := d ® V est admissible et la presentation ind^ z (Vo, ') — * 
est finie. Par b), V > = d ® Q V G A4 '(G) est de longueur finie. A 
fortiori V est de longueur finie. 

Montrons maintenant que tous les sous-quotients de V sont de 
presentation finie. Tous les sous-quotients de V d'une representation 
de longueur finie sont de longueur finie. Par la proposition [2] b), tous 
les quotients de V sont de presentation finie. Montrons qu'une sous- 
representation V' de V est de presentation finie. Soit V" := V/V . 

On se ramene par extension des scalaires, comme on le peut par 
le theoreme [6] 3) et le lemme El au cas ou tous les sous-quotients 
irreductibles de V ont un caractere central. 

On choisit, comme on le peut (Prop.[2]a)), des o[KZ]-sous-modules 
Vq, Vo, Vq 1 finis et engendrant V', V, V" formant une suite exacte 

- Vq' -» V -» Vq" - 

dans M[(KZ). L'injection A v >(Vq) -> A v (Vq) implique que A v >(Vq) 
est fini puisque AyiVo) est fini. 

Supposons V irreductible. On choisit une sous-representation irreductible 
Wq de Vq. Naturellement Av>(Wq) est fini puisque contenu dans 



21 



Ay>{Vq). Par le theoreme [5] c), la presentation ind KZ (Wo) — > V 
est finie. 

Supposons V' reductible. Par une recurrence sur la longueur, V' /W 
est de presentation finie pour toute sous-representation irreductible 
W de V, car elle est contenue dans V/W qui est admissible et 
de longueur finie. Comme W, V'/W sont de presentation finie, la 
representation V' est de presentation finie par la proposition [2] a). 

Proposition 8. Soit V G M. ~tor{G) de type fini, et soit Vq une sous- 
representation de V\gl{2,o f )z generatrice. Alors Rv(Vo) € Ai ^tor(G) 
est de type fini, si V est admissible et Av(Vq) fini. Inversement, 
Rv(Vo) de type fini implique Av(Vq) fini. 

Preuve. Vu la proposition El il suffit de montrer que Av(Vq) fini et 
V admissible implique Rv(Vq) de type fini. Comme precedemment, 
on se ramene au cas oil les sous-quotients irreductibles de Vq ont un 
caractere central. Une verification facile permet ensuite de se ramener 
au cas ou Vo est irreductible. Puis on applique Hu. 

On note 

s:= {i o) ' w:= (p°f o) =s *- 

L'element u normalise le sous-groupe d'lwahori / image inverse de 
B(q) := B(Fq) dans K, ainsi que le pro-p-sous-groupe de Sylow I\ de 
/. Le normalisateur de / dans G est le groupe IZ U ujIZ. Le groupe 
G est engendre par KZ et u. 

Lemme 11. On a (B — B + )K = loB + K et I 'union 

G = B + K U ujB + K 
est disjointe et I-stable a gauche. 

Preuve. La decomposition de Bruhat, G = BK et B n K = Bq 
implique que 

G = B + K L) (B — B + )K 
et que l'union est disjointe. Comme Ton a 

B + = U ne N B t n Z , / = B U 1 , 

oil Ui = U~ (pfOf) et U~ est le groupe des matrices strictement 
triangulaires inferieures de G, nous avons 

It n KZ = B t n KZ = B t n KZ , B + K = U ne ^It n KZ . 

Done B + K est /-stable a gauche. Par les decompositions de Cartan 
(verifier la derniere egalite), G est egal aux unions disjointes: 

G = U neN Kt n KZ = U neN It n KZ U neN ujIt n KZ . 

On en deduit avec la formule pour B + K, que le complementaire de 
B + K dans G est u>B + K qui est aussi I-stable car u normalise I. 
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Comme exemple d'application, on a: 

Proposition 9. Soit V G M. (G) et soit Vq une sous-representation 
de V\kz generatrice. Alors les deux o-modules 

< B+V > , <(B- B + )Vq > = u < B+V > , 

sont stables par IZ. Leur intersection 

A V {V ) =< B + V > n u < B + V > 

contient Vq 1 et est stable par IZ U uIZ. 

Preuve. Evident avec le lemme [TT1 Comme u normalise I\, le sous- 
espace V^ 1 de < B + Vq > est contenu dans u < B + Vq >. 

Proposition 10. SoitV G M. -tor{G) et soUVq une sous-representation 
de V\kz generatrice. Alors Ay (Vq)^0. 

Preuve. Par la proposition [9j il suffit de voir que si Vq G M. -tor{K) 
est non nul, alors Vq L ~ °'^ 1 ^0.Soit v G Vo non nul, et soit n G N 
minimal tel que p^v = 0. On a n^O done Vq contient un element 
non nul w := p r ^~ l v annule par pi. La sous-representation de Vq\i 1 
engendree par w est non nulle et appartient a Aik(h)', elle a un 
vecteur non nul fixe par I\ qui est un pro-p-groupe. 

Soit V G M {G) et soit V G M {KZ) avec Vo C V\kz generatrice. 
Suivant Hu [?]Lemme 3.5, Z\y(Vo) est le premier terme (pour n = 0) 

d'une suite (Ay\Vo)) n ^ de representations de IZ contenues dans 
< B + Vq > \iz, definies par recurrence 

A ( ^(V ):=<B+V > n <KuA$- 1 \v Q )> 

pour n > 1. Comme < B + Vq > est stable par IZ, les A ( y\v ) sont 
stables par IZ. 

Lemme 12. Soit V G M Q {G) et soit Vq G M Q {KZ) avec Vq C V\kz 
generatrice. La suite (Ay(Vo)^ n ')neTS est croissante, et 

A$\V ) = A V {V )+ ^S/ n_1) (Vb). 
ueu( q ) 

L'union des (Ay (Vb)*- n ^)neN est egale a < B + Vq > si Ay{Vo) engen- 
dre V . 
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Preuve. a) Un systeme de representants de K/I est {1, U(q)s}, done 
un systeme de representants de Kw/I est {u, U(q)t}. Pour toute 
sous-representation M de V\i, on a 

< KujM >= ujM + utM ■ 

u€U(q) 

Prenant M = Ay(Vo) qui est stable par ui on obtient 

< KcuA v (V ) > = A V (V ) + £ utA v (V ) . 

u<EU(q) 

On a done Z\y^(Vb) =< KuAy(Vo) > car cette representation est 

contenue dans < B + Vq >. On voit que Z\y(Vb) C Z\y^(Vb), puis par 

induction sur n, que Ay 1 ^(Vb) C Ay\Vo) pour tout n > 1. Lorsque 
M est contenu dans < i? + Vb >, on voit que 

< B + V > n < KujM > = w(< u£ + Vb > n M) + ^ utM . 

«ef/(g) 

Si Z\y(Vb) C Mle premier terme du membre de droite est ujAviVo) = 
A V (V ). Prenant M = A { y~ X \v G ) on obtient 

A v l) (V ) = A v (V )+ utA^iVo) 

ueU(q) 

ce qui entraine 

< KcoA^HVo) > = uA^- l) (V,) + 4% ) • 
Done la nitration croissante 

nGN 

est contenue dans la sous-representation V' de V engendree par Ay(Vo), 
et sa limite est stable par K et ui. Comme G est engendre par K 
et lo, cette limite est V' . L'union des intersections avec < B + Vq > 
est V n < .B+Vb >• L'union des (A v (Vb) (n) )„ g N est done egale a 

V n < 5+vb > 

Remarque 2. Si Vb S A4 (KZ) est engendree par V^ 1 , alors V est 
engendre par Z\y(Vb) qui contient V^ 1 (lemme[9|). C'est toujours le 
cas si Vb est irreductible. 

Lemme 13. Soit V £ M. (G) de type fini (resp. de presentation 
finie) et soit M € Ai (B + ) de type fini contenu dans V\g+ . Alors 
il existe une presentation (resp. finie) ind^-^(Vb) — > V de V avec 
Vq C V\kz de type fini, Av(Vq) engendre V et M C < B + Vq >■ 
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Preuve. Si V est de presentation finie, on choisit, comme on le peut, 
une presentation finie ind^(V ') — > V de V avec V Q ' C V\kz con- 
tenant un systeme fini de generateurs de M (proposition [I]). Dans 

W :=<K{u[l,V£\ + [l,V£\) > 

est un o[.K".Z]-sous-module de type fini; son image Vq dans V contient 
Vq U uVq. Par la proposition [TJ 

ind£ z (V ) - V 

est une presentation finie de V, qui verifie les proprietes: 

a) Z\y(Vo) engendre V, car Z\y(Vo) contient Vq. 

b) M C < 5+V >. 

Si V est simplement de type fini, c'est le meme argument en sup- 
primant "finie" dans presentation finie, et en ajoutant Vo de type 
fini. 

Lemme 14. Soit V G M (G) et V G M Q (KZ) avec V C V\ K z et 
generateur. Alors la relation 

OJVq + 22 u ^ v u = 

entre q + 1 elements vq, (u«) u gc/(g) de < i? + Vo > implique que ces 
elements appartiennent a Ay(Vo). 

Preuve. Comparer avec [3] Lemme 3.1. a) Comme 

< uB+Vo > n < U(q)suB+V > = < uB+Vo > n < B + tV > 

est contenue dans Av(Vq), la relation implique ujvq £ Ay(Vo). Comme 
Av(Vq) = u>Av(Vq) on en deduit vq £ Ay(Vo). 

b) Comme 1, U(q)s est un systeme de representants de K/I, tout 
element / de indf (< loB + Vq >) s'ecrit [l,uruo] + J2ueu(q) us [l, uv u ] 
pour vo, (v u ) u eU(q) uniques de < B + Vq >. Clairement / appartient 
au noyau R de 1' application naturelle K-equivariante 

indf (< ujB + V >) -> V 

si et seulement si la relation du lemme est verifiee. Comme R est 
K-equi variant, si / G R alors il existe un element f u G R tel que 
fuiX) = wu u pour tout u G £/(<?). On deduit de a) que v u G Av(Vq) 
pour tout u G f7(g). 

Remarque 3. Notons que 

V = < KuB + V > + V . 
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Preuve. B + K etant /-stable a gauche, nous avons 
KujB + K = ujB + K U U(q)tB + K = ujB + K U B + tK = G - B Z . 

On considere la fonction 

£ Vo : < B+V > -> NUoo . 

associee a a filtration croissante (Ay \Vo)) n ebfN- Si v n'appartient 
a aucun Ay\Vo) alors £v ( v ) = 00 • Sinon, £v (v) est le plus petit 
entier n G N tel que v G (Vq). 

Pour tout entier m G N, notons C/ m := U(ppOp) et : = 
U-(pfO F ). 

Lemme 15. Soit V G A / I (G) ete presentation ind^^(Vo) — ► V awec 

Vb C VIkz- -S'oit v G (U n >iZ\^ } (Vb)) - ^y(Vb). Alors pour tout 
m > 1, 

£ Vo (A m v) =£ Vo (v)+m , A m := ^ ui m . 

u£Uo/U m 

Preuve. Comparer avec[3j lemme 3.8. 

a) Le cas m = 1. Posons ^vb(v) = 1 > 1. Par le lemme [12l Ai« G 

^y +1) (Vb)- Supposons A lV G ^(Vq)- On ecrit 
A\v = + utv u 

udU{q) 

avec des elements vq G ZV(Vb) = a;Z\y(Vb) et (v u ) u &u(q) dans Z\y (Vb). 
Les elements v,Vq, (v u ) u eutq) son t n ^s par la relation 

= lovq + ^i(i>« — i>) • 

w€t/(g) 

Par le lemme [LH les elements (v u — v) u &j{q) appartiennent a Ay(Vo)- 

Done v G Z\^ _1) (y ) ce qui contredit l'hypothese £y (v) = n. 

b) Le cas m > 1. Le m-ieme itere 4i o . . . o de est egal a 

Lemme 16. Soient a G N non nwZ sorf </ G J7~. Alors I 'application 

u^Ug : Uq^Uq , gu G u g T U~ 

est bien definie, et induit par passage au quotient une bijection de 
Uo/Ub pour tout b G N. 
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Preuve. Le groupe C a , b ■=< U a ,U b > engendre par U a et U b a une 
decomposition d'lwahori (c'est facile a verifier) : 

C a ,b = u~ (T n C a>b ) U b = U b (T n C a>b ) u- . 

Pour g G U~ et u G [7o, l'element gu G C aj o s'ecrit uniquement 
g-u = Ughu' avec u 9 G [/o 5 ^ S To, v! G J7~. Done l'application 
u i— > u 9 est bien definie. Si it G U b l'element gu appartient a C a ^ b , 
alors u g G U b . Inversement si u g G U b alors gii G U b ToU~ . L'egalite 
dansM(2,0 F ) 

(I OWl y \ / 1 x 6 \ fx OW 1 0\ 

Ua v v° iy lo ulo y) \x a l) 

implique yx b = yo. Si y G 0^,x& G p b F OF, alors yo € p f Of- Done 
u g G t/j, implique u G U b . 

Proposition 11. Soit V G M {G) de type fini et soit V G M {KZ) 
de type fini contenue dans V\kz generateur et telle que AyiVo) en- 
gendre V . Alors toutv G< B + Vq > u ° engendrant une sous-representation 
admissible V(v) de V , appartient a Ay(Vo). 

Preuve. Voir [3j Proposition 4.4 (ii). 

Soit m un entier > 1. Gardons les notations du lemme precedent 
et de sa preuve. On choisit, comme on le peut, un entier a > 1 tel 
que le groupe C a fi fixe v. Montrons que C a $ fixe aussi A m v. Pour 
g G Uq, la multiplication a gauche par g dans Uq induit une bijection 
de U /U m , done gA m v = g T, u eU /u m v*™" = A mV. Pour g G U~, on 
a 

gA m v = u g t m v = A m v , 

ueUo/U m 

par le lemme precedent. Le o-module de type fini V{v) Cafi contient 
A m v pour tout entier naturel non nul m. Les elements (A m v ) m > m „ 
ne peuvent pas etre lineairement independants sur o. Le lemme [T5l 
implique v G Av(Vo). 

Theoreme 7. Soit V G M o—tor{G) admissible de presentation finie. 
Alors M u ° est fini, pour tout M G A4 -tor(B + ) de type fini contenu 
dans V\b+. 

Preuve. Proposition II 11 Lemme [T3l Theoreme [2] b). 

Corollaire 4. Dy(Vo)* est un A (Uo)-module de type fini pour tout 
Vo G M. (BqZ) de type fini contenu dans V\b z ei generateur. 

Preuve. Proposition [6l 

Corollaire 5. L'ensemble V + (V) des M G M. -tor{B + ) contenus 
dans V\ B + et engendrant V a un unique element minimal V + . 
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Preuve. Comparer avec [4J Proposition 9.9. Comme A (Uq) est noethe- 
rien, par dualite de Pontryagin, toute suite decroissante dans V + (V) 
est stationnaire. L'ensemble V + (V) est stable par intersection [4 J 
Lemma 2.2. Done l'intersection V + des elements de V + (V) appar- 
tient aV+(V). 

Lemme 17. Soit f : V% — > Vi un morphisme dans A4g_ tor (G) . Alors 
f(V+)GV+. 

Preuve. On factorise le morphisme / : Vi — ► Vi/Kerf — » /(Vi) — > V2 
dans la categorie abeliene A4"^.{ or (G). On est ramene au cas oil / est 
surjectif ou une inclusion. Si / est surjective ou une inclusion, alors 
/ _1 (V" 2 + ) C 'P + (V"i) ([4] Lemma 2.3 pour une surjection et Lemma 
2.1 pour une inclusion) done /(Vf 1 ") C V 2 + - 

L'application V 1— > V + definit done un foncteur de A4^ tor (G) vers 

M -tor{B + ). 

Remarque 4- Les travaux de Hu le suggerent de se poser la ques- 
tion suivante : Existe-t-il un plongement canonique de A4'^ tor (G) 
dans la categorie des diagrammes ? II n'est pas difficile de constru- 
ire des foncteurs de ■M-o-tori^) dans la categorie des diagrammes. 
Par exemple, remplacer V + (V) par le sous-ensemble Vf{V) de ses 
elements /-invariants. Cet ensemble a aussi un element minimal V} + 
et dy := ntoV^ est stable par IZHujIZ. On a done le diagramme 

dy C < Kdy > 

Sa construction est fonctorielle. 

Nous supposons dorenavant que F est une extension finie de Q p . 
On a defini au theoremeEl un foncteur contravariant V 1— > T>(V) de la 
categorie des representations admissibles de presentation finie dans 
M -tor{G) vers la categorie des (ip, -T)-modules etales sur Of. On 
deduit de la partie 2) du corollaire H] que T)(V) est un Of -module de 
type fini. On note V(V) E A4^(GalQ p ) la representation galosienne 
associee par l'equivalence de categories de Fontaine. 

Corollaire 6. Supposons que F est une extension finie de Q p . Alors 

V est un foncteur contravariant de A4^ tor .(G) vers A4^(GalQ p ). 

Lorsque F = Q p , chaque representation irreductible admissible 

V G M. (G) a une presentation finie ([6]; il y a plusieurs demonstrations, 
la premiere due a Colmez). On deduit de la proposition [21 du lemme 

El et du theoremeElque M a Jl tor {G) = MfJ tor {G). Le foncteur V(V) 
est exact car le probleme pour l'exactitude vient seulement de la 
trace de Of a Z p . Ceci termine la preuve du theoreme [1] donne dans 
l'introduction. 
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